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Konstante i promjenjive (varijable)

CIJELI RACIONALNI ALGEBARSKI IZRAZI

Konstante | promjenjive (varijable)

Razliciti simboli poput -4, 1, 0, -2, 12 itd., predstavljaju razne veli¢ine. Ukoliko
upotrebljavamo simbol 4, to moze biti 4 kg, 4 KM, 4 ovce, 4 automobila na parkingu ili 4
ucenika u grupi. Takve simbole koji predstavljaju neku stalnu vrijednost (povrSina, masa,
broj ...) nazivamo konstantnim ili stalnim veli¢inama. Konstantne veli¢ine jednostavnije

nazivamo konstante.

Cesto se spominju veli¢ine koje mogu imati vrijednost redom 4 m, 6 m, 8 m. Ako se ta
veli¢ina mijenja, onda je ozna¢imo simbolom x, a, y, t, ¢ ili nekim drugim slovom. Simbol
€ moze oznacavati hipotenuzu pravokutnog trokuta ili simbol a mozZe oznacavati duljinu

stranice jednakostrani¢nog trokuta.

To znaéi da se veli¢ina a moze mijenjati .Tako ove veli¢ine, koje imaju promjenjivu
vrijednost, nazivamo promjenjivim veli¢inama ili promjenjivim (varijable).

Promjenjive veli¢ine su :
npr.x,y, z,t,u,v, ..ab,c, ... isluze kao oznake za brojeve.

Konstantne veli¢ine i1 varijable spadaju u najjednostavnije izraze:

a) brojevni izraz : % ,—2,0,_75 ,13, ...

b) varijable : x \y,z, ..., a,b, C, ...




Algebarski izrazi

Algebarski izrazi

Dio matematike koji se bavi algebarskim izrazima zove se algebra. U pocetku se

bavila samo rjeSavanjem jednadzbi, a kasnije se razvila u zasebni dio matematike.

Algebarski izrazi su sloZeniji izrazi koji se postupno grade spajanjem

najjednostavnijih, ve¢ izgradenim znacima nekih od osnovnih racunskih radnji: +, -

Pr.1.: 3—b, (x+2)-(a—1), aT+2, 4.y, x*-(2—a)

Cijeli racionalni izrazi. Numericka (brojevna) vrijednost racionalnog
izraza.

Ukoliko u konstantnom izrazu upotrijebimo operacije zbrajanje, oduzimanje,

mnozenje i stupnjevanje, onda se takav izraz naziva cijeli racionalni brojevni izraz.
Pr.1.: 5-33+23.7-22=td.

1
5= 25:0,5 =5+ (1~ 0,5) = itd

o o . . 2 . .
Monom ili jednoclani algebarski izraz, kao §to je : x,3b, §x3, —5-x?% -y je izraz izgraden

od oznaka brojeva, varijabli i oznake ra¢unske operacije ,," "

Svaki zapis broja smatra se monomom, npr. -2, 0, 5, -115, ...

Binom je dvoclani algebarski izraz sastavljen od dva monoma imedu kojih je znak ,,+*ili

29 99 *

Primjerice : x + y, §+a, 5x +2y° , 5x — 4

Troclani algebarski izrazi, npr.a + b + ¢, 4a+5b+c ,%xz — gx + 5 zovu se trinomi.




Cijeli racionalni izrazi. Numeri¢ka (brojevna) vrijednost racionalnog izraza.

Opcenito, viseclani algebarski izraz je zbroj (razlika) dvaju ili viSe monoma, primjerice :

5 1
4a—§ab+50—§abc+c+2

Izraz formiran od konstantnih i promjenjivih veli¢ina, a pomocu operacija zbrajanja,
oduzimanja, mnozenja i stupnjevanja naziva se cijeli racionalni algebarski izraz ili polinom.

Cijeli racionalni algebarski izraz je racionalni algebarski izraz u kojem nema operacije
dijeljenja promjenjivom. Ako je operacija dijeljenja, onda je rije¢ o razlomljenom

algebarskom izrazu.
Pr.2.: 4-x+2; 3x2 —5x + 2; §a2+%a+z; x4+§x3—§x2—5

Vrijednost algebarskog izraza se izracunava kada se umjesto promjenjivih uvrste brojevne

vrijednosti.

Pr. 3. Pronaci brojevne vrijednosti izraza:

a) 4x+5 zax=2; =>4-24+5=8+4+5=13

b) 3y2—-5y+2 zay=1l; =>3-12-5-142=3-1-5+42=-2+2=0

1 2
C) z4+523—gzz—5 zaz=-1; =>

1V el %12 _e—_q_1_2_ g _15-5-6-75 -71
(-1 +3( D 5( D 5=1 3 5 5= 15 15

Koeficijenti su racionalni brojevi koji u algebarskim izrazima mnoze promjenjive veli¢ine (opcée
brojeve).

Monomi koji se sastoje od jednakih potencija zovu se istoimeni (sli¢ni) monomi.
... 7 .
Primjerice: ;_xz y3.25 i —5-x2-y3.45
. 1
8a’b” i —-a’b’

(Istoimeni monomi mogu imati jednake ili razlicite koeficijente)




Zbrajanje i oduzimanje algebarskih izraza

Zbrajanje i oduzimanje algebarskih izraza

Zbrajanje i oduzimanje monoma se svodi na zbrajanje i oduzimanje jednakih potencija.

Zbrajati i oduzimati mozemo samo istoimene (slicne) monome.
Pr. 1.
a) 4xy+5xy=(4+5)xy=9xy
(Upotrijebimo svojstvo distributivnosti prema mnozenju)
b) 1,5a%b + 3,2 a?b = (1,5 + 3,2)a’bh = 4,7a%b
¢) ;ab-6ab+>ab=(;—6+2>)ab=—5ab

Oprez!!!

5x% # 5+ x?
7ab — 3a # 4b
9% —9 #x

3a% + 2a # 5a

Reducirati izraz znaci napisati zadani izraz na kraci nac¢in. Upravo postupak reduciranja
koristimo kada u viSe¢lanim algebarskim izrazima nalazimo istoimene monome. Vise¢lani

algebarski izrazi reduciraju se tako da u njima zbrajamo (oduzimamo) istoimene monome.
Pr. 2. Reduciraj (pojednostavi) izraze:

a) —5a% + 7a%? + 20a® + 68a? + 12a%? = (=5+ 7 + 20 + 68 + 12)a? = 102 a?

b) 4a? + 7b — 5a% — 6a*> —2b = (4 —5—6)a’ + (7 — 2)b = —7a? + 5b

) 1+3x+2x2—12x>+6x —x?>+3x24+10x> —7x+x2=14+ B+ 6 —7)x +
(2—-12-14+3+4+10)x% =1+ 2x + 2x?

d) —=5x2 - 0,5x2+0,1x + 3 =(-5-0,5)x2 + 0,1x + 3 = —5,5x% + 0,1x + 3




Zbrajanje i oduzimanje algebarskih izraza

Zapamti!!l

Pravila racunanja su jednostavna:

X/
°

Rijese se izrazi u zagradama. Ako su zagrade ugnijezdene, rjeSavaju se iduéi iznutra prema van,
odnosno, prvo se rijeSe zagrade koje su 'najdublje’ u izrazu.

X/
°

Pojednostave se izrazi koji sadrze potencije.

X/
°e

Izvedu se sva mnozenja i dijeljenja redoslijedom kako dolaze, iduéi s lijeva na desno.

% lzvedu se sva zbrajanja i oduzimanja redoslijedom kako dolaze, idu¢i s lijeva na desno.

Pr. 3. Reduciraj:
a) (2x? — 3x)-[5x — (x + x?)] =2x% — 3x — [5x — x — x?] =2x? — 3x — [4x — x?] =
=2x% —3x —4x + x? =(2+1)x*> + (-3 —4)x =3x? — 7x = 3x* — 7x

b) x2 — (3x2+2)—x?2+3=x2—-3x2-2—-x2+3=(1-3-Dx?+1=-3x%2+
1

C)a—(a+(a—(a+(a—10))))=a—(a+(a—(a+a—10)))=

=a—(a+(a—2a+10))=a—(a+a—2a+10) =a— (2a — 2a + 10)
=a-—10

Pr. 4. Reducirajmo izraz pa mu izra¢unajmo brojevnu vrijednost:

aA—2x+2x2—-3—-x2)—(2x2-5)=—-2x+x?—-3)—2x2+5=—-2x —x* +
3—2x2+5=-2x+x*>+8

zax=-1=> -2x+x*+8=-2-(-1)+(-1)*+8=2+1+8=11

b)a—{3b+[(2b—a) — (3a—b)] —[(a—2b)+ (Ba—-D>b)]} =




Zbrajanje i oduzimanje algebarskih izraza

=a—{3b+[2b—a—-3a+b]—[a—2b+3a—>b]} =a—{3b+[3D—4a] — [4a —
3b]}=a—-{3b+3b—4a—4a+3b}=a—-{9b—-8a}=a—-9b+8a=9a—9b =
9(a — b)

za a=-2,b=2

=> 9(a—b) =9(-2-2)=9- (—4) = -36
Zadaci za vjezbu:

Pojednostavi izraz:

a) —x2yz — ;—szyz + f—oxzyz =
b)-z2+(2z—1)—z%+2z—-1=
C)@y+2z—(1-2y))—Bz—-2y+ 2y —1))

d) 3x — {2x3 + [-4x? — (5x3 + 1)] — x} — x3




MnozZenje i dijeljenje algebarskih izraza

MnozZenje i dijeljenje algebarskih izraza

Monom se mnozi monomom tako da pomnozimo koeficijent s koeficijentom, a zatim

glavnu veli¢inu s glavnom veli¢inom.

Pr. 1. Pomnozi:
-1 —4
a) 4a’b*c - (5)a’c? = —a***p*ct*? = —2a%b*c3

b) (—1,01)x°yz%- (—=50)z2 =50,5-1-y-1-2z% =50,5 -y - z>

-2y ) 12x2y3 —2yx 12:3.x%y3y?  —1yx 18x4v3 5 .4 5 4
) (36x-1 371.2.972 36 2 18 y y y

Monom se dijeli monomom tako da podijelimo koeficijent s koeficijentom, a zatim

glavnu veli¢inu s glavnom veli¢inom.

Pr. 2.
a) (3x8y*z2): (—9x5y?z)= _?lx3yzz
b) (_?Za3b3c5): (?azc3) = (_?2 ad - b3CS) : (_?4- a? - 63) = _?2-_14 -q372.p3 - 573

3
=E.a.b3.c2

MnoZenje i dijeljenje viSeClanih algebarskih izraza i monoma

Zbroj (razliku) dvaju brojeva mnozimo brojem tako da sve pribrojnike pomnoZimo tim

brojem 1 dobivene umnoske zbrojimo (oduzmemo).

a(b+c=a-b+a-c

.

umnozak zbroj

10



Mnozenje 1 dijeljenje viseClanih algebarskih izraza i monoma

llustracija navedenog svojstval

a b

bc

Ako promatramo pravokutnike na slici, moZzemo uociti da je povrSina najveceg
pravokutnika jednaka:

(atb)- ¢, a ta povrsina je jednaka zbroju povrSina dvaju manjih pravokutnika, tj. ac + bc

Zbog svojstva distributivnosti mnoZzenja vrijedi a - (b + ¢) = ab + ac. Upotrijebimo i
to svojstvo u obrnutom smjeru, kazemo da smo izlucili zajednicki faktor.

a-b+a-c=a-(b+c)

\

Izluc¢ivanje zajednickog faktora ispred zagrade
Pr. 1. 1zlu¢i zajednicki faktor ispred zagrade :
a) 2ab + 2a® + 4ab? = 2a(b + a + 2b?)
b) b?x? + bx + x = x(b*x + b + 1)

1 ,3\2 _1_ 2 .32 _2 6 1 1
C)(—a+—)—a=—a-—a+—-—a=—a2+—a=—a2+—a
20 )3T T2 3 T 3T T 1270 3 6

3 1 3 3 1 3 3 3 9
d)—b3a-(—b2 ——az) ==--b%a—=>->a?> ==bh%a — —a?
5 3 4 5 3 5 4
Pr. 2. Izvr$i naznac¢eno mnozenje pa reduciraj:

a) (3a — 4b) - b — 2b(3a + 5b) + (4a® — 9b?) - (—1) = 3ab — 4b?-6ab-10b? — 4a® +
9p? =

= —5b?% — 4a? — 3ab

4.,3 _ 5,,2

b) (xy? — x%y — x3) - 3x%y? = 3x3y* — 3x*y3 — 3x°y

11



Mnozenje i dijeljenje vise€lanih algebarskih izraza i monoma

Dijeljenje zbroja i razlike brojem:

(a+b):c=a:c+b:c

(a—b):c=a:c—b:c

Binom se dijeli monomom tako da se i jedan i drugi ¢lan binoma podijeli monomom pa

se dobiveni koli¢nici zbroje (oduzmu).

Pr. 1 Podijeliti binome s monomima:

3 2 1 31
a) (—a3b4c + —a4b2c2) :—abc ==:=a%b3
5 3 5 55

10
= 3a’b3 + ?w”bc

b) (x* — 3x3 + 5x2):7x?% = %xz —;x +§

c) (9x3y — 15x%y? + 39xy3): (—3xy) = —3x2 + 5xy — 13y?

d) (70x72 + x~1y2): (—100x 3y~ 1) = (70 - x_12 +

1.1 1.2 _ 7. L. Xy _
0,015 y2i===07 "1

x2 " x3y

1
X
2

X

-yz):(—100-xi3-y

3
0,012+ =2 = —0,7xy — 0,01x?y*

12



MnoZenje binoma S binomom

MnoZenje binoma s binomom

Binom mnozimo binomom tako da svaki ¢lan jednog binoma pomnozimo sa svakim
¢lanom drugog binoma, a dobiveni umnosci se zbroje.

(a+b)-(c+d)=ac+ad+ bc+ bd

(a—b)-(c—d)=ac—ad—bc+ bd

Promatrajte ilustraciju:

C D

— d PovrSina pravokutnika ABCD jednaka je :
c (a+b)-(c+d).

A a b B

Pr. 1.

a) (4x + 2y) - (5x —y) = 20x? — 4xy + 10xy — 2y? = 20x?% + 6xy — 2y?

b) (3x3 —3y) - (x2 + 8y) = 3x> + 24x3y — 3x%y — 24y?

c) (Eazb + la3b2) - (Za + Ea“b3) =23+ 2asp* + 202 + 2 a7b5= 2 a3b +
5 3 37T 15 20 9 12 15

2aSh* +2a*h? + 2 q7b"

2 9 12

d)[(x + 4y) — 3xy] - [5xy — (2x — 2y)] = [x + 4y — 3xy] - [Gxy — 2x + 2y] =
5x%y — 2x% 4+ 2xy + 20xy? — 8xy + 8y? — 15x%y? + 6x%y — 6xy?= 11x%y +
14xy? — 2x% + 8y% — 15x%y% — 6xy

Zadaci za vjezbu :
1. Pomnozi:

a)(a+c)(b+d)

13



MnoZenje binoma s binomom

b)(4 +x)(y = 5)

0 Gx* +3)Gx—3)

2. Pomnozi pa reduciraj:

a) (xy +y%) - (x* — 2xy)

b) (a — 8b) - [-3a — 4a(2 + 3a)]

¢)[-7x — (x —5)] - [x + 2(5x% — 1) — 5]

d) (%x2 —2x + %)- (gx —-2)

14



POLINOMI (CELE RACIONALNE FUNKCIE)

POLINOMI (CIJELE RACIONALNE FUNKCIJE)

Prethodno navedeno gradivo predstavlja uvod u cijele racionalne funkcije, koje jo$
nazivamo polinomi. U nizim razredima ste upoznali pojam funkcije te ste promatrali
primjere nekih funkcija. Najjednostavniji primjeri realnih funkcija su polinomi.

Izraz formiran od konstantnih i promjenjivih veli¢ina, a pomocu operacija
zbrajanja, oduzimanja, mnozenja i stupnjevanja naziva se cijeli racionalni
algebarski izraz ili polinom

Treba imati u vidu da dijeljenje izrazom koji sadrzi promjenjivu u opéem slucaju nije
dozvoljeno kod polinoma. Polinomi se sastoje od gradivnih elemenata koji se
nazivaju monomi, a oni se sastoje od konstante (koja se naziva koeficijentom), pomnozene

jednom ili vise promjenjivih (koje se obi¢no predstavljaju slovima).

Svaka promjenjiva moze imati konstantan pozitivan cijeli broj kao eksponent. Eksponent

nad promjenjivom u monomu je jednak stupnju te promjenjive u monomu.
Kako je x = x! stupanj promjenjive, bez zapisanog eksponenta je jedan.

Monom bez promjenjivih se naziva konstantnim monomom ili jednostavno konstantom.
Eksponent konstante je 0. Koeficijent monoma moze biti bilo koji broj, ukljucujuéi

razlomke, iracionalne i negativne brojeve.

Npr. —14a?b je monom.
(Koeficijent je -14, a promjenjive su a i b. Stupanj promjenjive a je dva, a stupanj
promjenjive b je jedan.)

Stupanj cijelog monoma je zbroj stupnjeva svake promjenjive u njemu. U gornjem
primjeru je stupanj jednak 2 + 1 = 3.
Polinom predstavlja zbroj jednog ili viSe monoma.

Npr. 4x% — 5x + 10

15


https://sh.wikipedia.org/w/index.php?title=Monom&action=edit&redlink=1
https://sh.wikipedia.org/w/index.php?title=Koeficijent&action=edit&redlink=1
https://sh.wikipedia.org/w/index.php?title=Eksponent_(matematika)&action=edit&redlink=1

POLINOMI (CJELE RACIONALNE FUNKCUE)

Sastoji se od tri monoma: prvi je stupanj dva, drugi je stupanj jedan, a treci je stupanj nula.
Polinom se obi¢no zapisuje tako da monomi viseg stupnja dolaze prije onih niZeg stupnja.
U prvom monomu, koeficijent je 4, promjenjiva je X, a eksponent je dva. U drugom

monomu, koeficijent je -5. Treci je konstanta.

Stupanj polinoma je najveci stupanj nekog njegovog monoma.

(Npr. gornji polinom ima stupanj dva)

Polinom stupnja jedan se naziva linearni, polinom stupnja dva se naziva kvadratni, a onaj
stupnja tri se naziva kubni.

Polinom Koji se sastoji od jednog monoma se i sam naziva monom. Polinom Koji se sastoji
od dva monoma je binom, dok je onaj od tri monoma trinom. Izraz koji se moze
transformirati u polinom kroz niz  primjena komutativnih, asocijativnih
i distributivnih zakona se obi¢no i sam smatra polinomom.

Polinome zadane formulom smo ranije upoznali, kao:

p(x) =4x+5

p(x) = a;x + ag

Nazivamo polinom prvog stupnja, ako je a; # 0.

p(x) =4x?—3x+7

p(x) = a,x? + a;x + a,

Ili opCeniti zapis Nazivamo nolinom driaoa stinnia ako ie a~ = 0.
polinoma p(x) =
ApX™ + ap_1x™ 1 + -+ a;x + a, je polinom n-tog stupnja ako je a,, # 0.

Brojevi ay, ay_4,...,a1 0y Surealni brojevi a zovu se koeficijenti polinoma .

16
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POLINOMI (CELE RACIONALNE FUNKCIE)

Stupanj polinoma je najveci eksponent varijable x, to je broj n i oznaCava se oznakom

deg f (engl. degree= stupanj).

Pr. 1. Odredi vrijednost polinoma :

a) P(x) =6x-3 zax=4

U polinomu P(x) zamijenimo X s brojem 5:
P(5)=6-5—-3 =30—-3 =27

b) Q(X)=3x? —4x+1 zax = -2
Q(-2)=3-(-2)2—4-(-2)+1=3-44+48+1=21
Pr.2. Odredi stupanj polinoma:

a) P(x) =7x + 3 ,polinom je prvog stupnja

b) Q(X)= 3-19X+%x3 ,polinom je treteg stupnja

¢) R(x) = 16, polinom je nultog stupnja

17



Zbrajanje i oduzimanje polinoma

Racunske operacije s polinomima

Zbrajanje i oduzimanije polinoma

Da bismo zbrajali dva ili vi$e polinoma, napisat ¢emo ih jedan za drugim i srediti dobiveni
polinom. Rezultat tih operacija je uvijek polinom. Za zbrajanje polinoma vrijede ista

pravila kao 1 za raCunske operacije s cijelim brojevima.
Pr. 1. Zbrojimo polinome:

f(x)=3x2 —4x+7 gx) =2x3—4x> —6x+5
Rjesenje:

fX)+g(x)=0Bx?2—4x+7)+ (2x3 —4x?> —6x +5)
=3x%2 —4x+7 +2x3 —4x®> —6x+5=2x3 —x%>—10x + 12

Pr. 2. Zbrojimo polinome:
f(x)= x? — 2xy + y? g(x) = 2y? — 3x? h(x) = 10xy + y3
Rjesenje:

fO) +g(x) + h(x) = (x* = 2xy + y?) + (2y* — 3x%) + (10xy + y*)
=x? —2xy +y2 + 2y%? — 3x% + 10xy + y3 = —2x% + 8xy + 3y? +y3

Kod oduzimanja polinoma imamo jedan korak vise. Trebamo promijeniti sve znakove

polinoma koji oduzimamo (polinom koji se oduzima obavezno staviti unutar zagrada).

Pr. 3. Oduzmimo polinome:
p(x) =5b%—2a®> od q(x) = 4a?— 8ab — 9b?

Rjesenje:

p(X)-q(x)=(4a? — 8ab — 9b?) — (5b? — 2a?) = 4a® — 8ab — 9b? — 5b? + 2a? =
6a’ — 8ab — 14b?
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Zbrajanje i oduzimanje polinoma

Pr. 4. Zadani su polinomi:
( “leo2
flx) = EX
2
gx) =x?—2x+

3

3
h(x)=1x2—x+2

£ +9() —h(o) = (Gx—2) + (2 —2x 4 2) - (Sat —x +2) =
1

3) " \2
—ox—24x2—2x 42—yt 4x_2=
1,110
R

Napomena: zbrajanje i oduzimanje polinoma predstavlja zbrajanje i oduzimanje
koeficijenata jednakih potencija.

Pr. 5. Izracunaj f(x)-h(x)-g(x) ako je zadano :
f(x)=2x% — x
g(x):%x2 — Ex +2
_ 2 1 3
h(X)=—x* —-x +
f(x)-h(x)-g(x)=

=(2x2—x)—<—x2—lx+§>—(lx2—zx+2>

2”74 27 3
Cgrgqzgl 3 1.2 5, 1 1
= 4LX X T X 2x 4 2x 3X —2x 6X 4

Zadaci za vjezbu:

Izracunaj: f(x)+g(x) 1 f(x)-g(x) ako je zadano :
a)f(x)=2x —4 gx)=x*—x+1

b) f(x)=2x? —x g(x) =3x2—-2x—4

Of)=sx2—2x+2  g)=—x*—sx+2
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Zbrajanje i oduzimanje polinoma

Pr. 6. Napisimo polinom koji predstavlja povrSinu figure na slici:

Rjesenje: Ova figura se sastoji od dva kvadrata i dva pravokutnika. Plavi kvadrat ima
povrsinu y2. Zuti kvadrat je povrsine x?. Rozi pravokutnici su povrsine Xy. Da bismo nasli

ukupnu povrsinu, samo ¢emo ih zbrojiti:
P=y?>+x>+xy+xy=y>+x%+2xy

Pr. 7. NapiSimo polinom koji predstavlja povrSinu figure na slici:

=] a

RjeSenje: Ova figura se sastoji od dva kvadrata i pravokutnika. Zuti kvadrati imaju
povrsinu a. Narandasti pravokutnik je povrsine 2ab. Da bismo dobili ukupnu povrsinu,

ponovno ¢emo zbrojiti dijelove:

P =a?+a®+2ab =2a*+ 2ab
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Mnozenje polinoma

MnoZenje polinoma

Isto kao $to mozemo zbrajati i oduzimati polinome, moZzemo ih mnoziti. Koristimo zakon
distributivnosti i pravila koja ste naucili radeéi s potencijama.

Kada mnozimo polinome, uvijek moramo imati na umu pravila za mnozenje potencija koja
smo ponovili u prethodnim lekcijama. Posebno je vazno sljedece pravilo:

Ako izrazi koje mnozimo sadrze koeficijente i vise od jedne promjenjive, mnozimo
koeficijente kao i bilo koje brojeve i primjenjujemo gornje pravilo na svaku od
promjenjivih.

Polinomi se mnoze tako da se svaki ¢lan prvog polinoma pomnozi sa svakim ¢lanom drugog
polinoma 1 dobiveni umnoSci zbroje.

Pr. 1. Neka su zadani polinomi f(x)=2x? —x+2 i g(x) =3x—2
Izra¢unajmo: f(x)" g(x) =?

Rjesenje:

fx) gx) =(2x2 —x+2)-Bx—2)=6x3—4x? —3x*+2x + 6x — 4 =
=6x3—7x*+8x—4

Pr. 2. Izracunajmo f- g =? akoje f(x) =4x—1 i g(x) =2x3—x*+3
Rjesenje:

frg=0@Ux—1)-2x3 —x?+3)=8x* — 4x3 + 12x — 2x3+x? — 3 = 8x* — 6x2 +
12x — 3

Pr. 3. Izracunaj f - g =? ako je f(x) = %xz —2x +% glx) = %x -2
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MnoZenje polinoma

f'g:(§x2—2x+—)'(—x—2)=§x3—§x2—3x2+4x+§x—%:x3—§x2+

Zadaci za vjezbu:

1. Izra¢unaj umnozak polinoma: f(x) i g(x) ako je zadano:

a) f{(xX)=4x+3 , g(x)=7x-1

b) f(x)=4x3+3x+5 , g(x)=x?>—-3x+2
OfX)=2x+3, g)=sx*—5x+x

2. Za polinom f(x)=5x-3, g(x)=3x+6 , h(x)=x-1 dokazi da vrijedi:
a) f(x)+g(x)=9(x)+f(x)

b)(fF-g)-h=f-(g-h)

c) (f+g) + h=f + (g+h)

d(f+g)h=f-h+g-h
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Dijeljenje polinoma

Dijeljenje polinoma

Podsjetimo se dijeljenja prirodnih brojeva zbog toga Sto je dijeljenje polinoma slicno
dijeljenju prirodnih brojeva.

Ponovimo postupak dijeljenja u skupu N.

7542:34=221
68
74
68
62 P2 _21+2
32 34
34

(28) ostatak

Sada vidimo da ostatak pri dijeljenju dva broja nije nista viSe nego nedovrSena operacija
dijeljenja i ako zelimo pravilno zapisati, onda treba pisati i djelitel;.

Ponovimo ovaj postupak kod dijeljenja polinoma:

Pr. 1.
Podijeliti polinome f: g ako je : f(x)=3x* — 8x3 + 13x%2 — 14x + 5 i g(xX)=2-x +x?

Rjesenje : (3x* —8x3 +13x%2 — 14x +5) : (x2-x+2)=3x%2 — 5x + 2
3x* — 3x3 + 6x?
- + -
—5x3+7x? —14x +5
—5x3 +5x2 — 10
+ - +

2x%2 —4x +5
2x2 —2x + 4
-+ -

-2x+1

Koli¢nik je: q(x)=3x% — 5x + 2 i ostatak r(x)=-2x+1 .
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Dijeljenje polinoma

Mozemo zakljuciti da vrijedi:

Ako je stupanj polinoma f(x) ve¢i ili jednak stupnju polinoma g(x), onda postoje polinomi
q(x) i r(x) takvi da vrijedi :

f)=a(x)- g(x) +7(x)

Pr. 2. Podijeliti polinome:

(B3x3+2x2—-3x+1):(x+3)=3x2—-7x+18

3x3 4 9x?2
-7x% — 3x
—7x?% —21x
+ +

18 x +1
18x+54

(-53) ostatak
Zadaci za vjezbu:
Izracunaj koli¢nik polinoma f i g ako je zadano :
a) fx)=x2-2x—-3, glx)=x-3
b) f(x)=13x2-11x+6 , g(x)= 3x-2
c)f(x)=2x3—-3x2—-8x—-3 , glx) =2x+1
d) f(x)=8x3>—-1 , g(x) =2x—1

e)f(x)=3x2+2x+6, glx) =x+2
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Izlucivanje zajedni¢kog faktora

RASTAVLJANJE ALGEBARSKIH IZRAZA NA PROSTE
FAKTORE

Rastaviti algebarski izraz na proste faktore (faktorizirati algebarski izraz) znac¢i napisati ga u obliku
produkta algebarskih izraza koji se ne mogu dalje rastaviti.

Algebarski izraz koji se ne moZe napisati u obliku proizvoda drugih algebarskih izraza naziva se
prosti algebarski izraz.

Uoc¢imo najjednostavnije na¢ine rastavljanja algebarskih izraza na proste faktore.

Izluc¢ivanje zajednickog faktora

U nekim algebarskim izrazima svaki ¢lan ima zajednicki faktor, npr. na + nb + nc. Primjenom
metode distribucije prema zbrajanju i oduzimanju, zajednicki faktor n mozemo izluciti ispred (ili

iza) zagrade.
na+nb+nc=n(a+>+c

Svi ovi ¢lanovi algebarskog izraza imaju zajedniCki faktor, onda se taj zajednicki faktor izluci
ispred (iza) zagrade.

Pr. 1. Rastavimo na faktore:

a)5a + 5b = 5(a + b)
b)ax-bx = x(a- b)
c)7x + 14y = 7 (x + 2y)

N2 2T 27
) 504" 1002t 35¢

27 1 1
= E(§a+ Zb+c)
e) —2x —4y = =2(x + 2y)
f)b-a = -1(-b + a) = —(a-b)
g)3a + 6b-15 = 3(a + 2b-5)

h) 40a?b? — 20ab? = 20ab?(2ab — 1)
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Rastavljanje na proste faktore grupiranjem ¢lanova

D7x(a-1) + (a-1) = (a- D(7x + 1)

ND(=a=-b)+xb +a) =(-D(@a+>b)+x(a+b) =(a+b)x-1)

Rastavljanje na proste faktore grupiranjem ¢lanova

*A) Cesto se javljaju algebarski izrazi koje ne moZemo rastaviti na faktore izlu¢ivanjem
zajednickog faktora svih ¢lanova, izraza niti primjenom formula, ali je moguce grupirati
¢lanove u vise grupa tako da svaka grupa ima zajednicki faktor. Kad se taj zajednicki faktor

izlu¢i, dobije se algebarski izraz koji se rastavlja na ve¢ poznati nacin.

Pr. 1. Rastavimo na faktore:

a) ax + ay + bx = (ax + ay)+ (bx + by)=a(x + y)+ b(x + y) =
=(x +y)(a + b)

b)a+b+ac+bc=@+b)+c(a+b)=(a+b)=(@+ b)) +
c) =
= (a + b)(c +1)

) x3—3x*+3x—-9 =x*(x -3)+3(x-3) = (x-3)(x* + 3)

d) 5+a*-5a—a*=GB+a*)—a5+a*>)=(5B+a>)(1-a)

e) a2-6a+9-b2=(a2-6a+9)-b2=(a-3)2-b2=(a*3+b)(a-3-b)

) x-Dx-2)(x-3)+ (x-Dx-2)(x -3) =(x-Dx-2)[(x—-3)+
1-(-1) = (x-DEx-2)x-2)-(x-1) = (x - D[(x-2)*-1] =
x-D(x-2+Dx-2-1) = (x-Dx-1)(x-3)

*B) Pri rastavljanju nekih algebarskih izraza na faktore prikladno je uvesti pomocne

¢lanove ili neke ¢lanove napisati kao zbroj dvaju ili vise ¢lanova.

Pr. 2. Rastavimo na faktore:

) X HA=X AR A+ A= (X H AP+ 4) - AP = (X2 + 22— 4xP = (X2 + 2+ 2X) (X2 — 2X -
2) =
=(x2+ 2X + 2)(X2 - 2x + 2)

b) X¥+x2+4=x34+8-8+X>—-4=(X+2)(X* - 2Xx+4) + (X + 2)(X - 2) = (X + 2)(x? - 2x +
4+x-2)=
=(x +2)(x* — x +2)
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Rastavljanje na proste faktore grupiranjem ¢lanova

*C) Rastavljanje kvadratnog trinoma na faktore

Neki trinomi ax? + bx + ¢ na koje se ne mogu primjeniti poznate formule za rastavljanje

na faktore mogu se rastaviti na sljedec¢i nacin:

Srednji ¢lan trinoma rastavimo na dva dijela tako da je zbroj njihovih koeficijenata jednak
b, a proizvod tih koeficijenata a. c¢. Tada ¢emo grupiranjem prvih dvaju ¢lanova i drugih

dvaju ¢lanova taj trinom rastaviti na faktor: x> + (p + @)x + p - q = (x - p)(x * q).
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Kvadrat zbroja

ALGEBARSKI IDENTITETI

Kvadrat zbroja

Pr. 1. Pomnozimo medusobno dva jednaka zbroja (a+b) i (a+b).
(a+b)(a+b)=aa+a-b+b-a+b-b=a?+ 2ab + b>.

Umnozak (a + b)-(a + b) mozemo napisati u obliku (a + b)? i nazivamo ga kvadratom

zbroja. Dobili smo jednakost

(a + b)?=(a+ b)-(a+b) =a?+ 2ab + b?

Kvadrat zbroja jednak je zbroju kvadrata prvog zbroja, dvostrukog produkta

prvog i drugog zbroja i kvadrata drugog zbroja.

(a + b)? = a? + 2ab + b?

Zamijenimo li u prethodnom izrazu brojas|,abrojbsll,

dobivamo formulu za kvadrat zbroja.

U+ID*=1242-1-11 +II? (@+b)2=a® + 2ab + b?

a b

Pr. 2. Kvadrirajmo (a + 3)? a) koriste¢i se formulom, b) mnoZenjem.

a) (a+3)?>=a*+2-a-3+3%=a’+6a+09.
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Kvadrat razlike

b) (a+3)?=(@@+3):(a+3)=a*+3a+3a+9=a?+6a+09.

Pr. 3. Kvadrirajmo:

a) (2a +4b)?>=4a?+2-2a-4b + 16b*= 4a*+16ab+16b2,

4 2 3 19 4 19
b) =—a*+2-Za'-+—=-a*+a+—,
9 3 4 6 9 6

c) =0,25a%+0,1a+0,01

Zadaci za vjezbu:

2
Kvadriraj: a) (5a + 3)2,b) (2 + 3b)%,¢) (a + 2) .

Kvadrat razlike

Pr. 1. Pomnozimo (a — b) sa (m — n), tj. izraCunajmo produkt (a — b) (m — n).
Mnozit ¢emo ¢lan prve razlike sa svakim ¢lanom druge razlike:

(a—b) (m—n)=a(m—-—n) —b(m—n) =am—an — bm + bn.

Pr. 2. Pomnozi:a) (c —7)(b—3) b) (2—-10,3a)(3 — 0,2b).
Kvadrirajmo sada razliku (a — b):

(a —b)? =(a—b)(a—b) =a?—ab—ab + b>.

Dobili smo formulu:

(a — b)?=a? — 2ab + b?
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Razlika kvadrata

(a-bP=a’-2ab+b*

vs

i~

i

b

Razlika kvadrata

Izra¢unajmo produkt zbroja i razlike dvaju racionalnih brojeva:
(a + b)-(a— b)=a? + ab — ba — b*=a? — b2
Zbroj brojeva pomnozen njihovom razlikom daje razliku kvadrata tih brojeva tj.

(a + b)-(a — b) = a? — b?, pavrijedi:

a? —b? = (a+ b)-(a—Db).

a‘-bi=(a-b)la+b)

ia

b a

a—h

at+h
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Razlika kvadrata

Pr. 1. Pomnozimo:
a)(a+2)(a—2)=a?—-2a+2a—4=a%*—-4
b) (3a + 8b)(3a — 8b)=9a? — 24ab — 64b?>=9a? — 64b?

C) (2a+8)(2a 8)_2a Za Za.8+2a_8 8 8_ 4-a2 64
9~ "5/ \9 5/ 97 9 9 5 9 5 5 5 81 25

d) (3a+2b)(3a-2b)=9a? — 4b?

e)(§+2x)(§—2x):%—4x2

f) Bx2yz~1 + %xSy‘zz) (3x2yz‘1 - ngy‘zz) = 9x*y2z72 — z—leoy“‘zz

9)(79—x)2=7—-x)(T7+x)— (79 —x)? = —(49 — x?) = x? — 49

Zadaci za vjezbu:

Izradunati:

a) (3+2b)(3—2b)
b) (7a + 8b)(7a — 8b)
¢)(7+0,1a)(7 — 0,1a)

Pr. 2. NapiSimo u obliku razlike kvadrata sljedece produkte:

a) (12a + 3)(12a — 3)=(12a)? — 32 = 144a% - 9
b) (13x + 17x)(13x — 17x)=(13x)? — (17y)? = 169x% — 289y?
¢) (7,84 0,52)(7,8 — 0,52)=7,8%2 — (0,52)%= 60,84 — 0,25z2.

Zadaci za vjezbu:

Izracunaj:

@) (4a+5b)(4a—5b)  b) (Zc+d)(Zc—Td).

12
Ako razliku kvadrata a? — b? napiSemo u obliku produkta (a + b)-(a — b), kaZemo da

smo razliku kvadrata rastavili na faktore.
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Razlika kvadrata

Pr. 3. IzraCunajmo: (\/€+\/7_)(\/€-\/7_)=(\/€)2 - (\/7)2 =6—-7=-1
Pr. 4. IzraCunajmo:

a) 78%2 — 682 = (78 — 68)(78 + 68) = 146 - 10 = 1460,

b) 476% — 3242 = (476 — 324)(476 + 324) = 800 - 152 = 121600,
o0 -(3) =G+DE-D=F5=3
d)x*—9=(x+3)(x—3)

e) 25a% — 81h% = (5a + 9b)(5a — 9b)

0 (55-5%")= (G +3%) (G -3%)

g) 0,01a2-0,0001=(0,1a + 0,01)(0,1a — 0,01)

h) x?y? —4 = (xy + 2)(xy £ 2)
Da*—81=(a?-9)(a*+9)=(@a+3)(a-3)(a*+9)

) Bx +2y)? —4z2=3x + 2y + 22)(3x + 2y — 2z)

k) 8x%y* — 18a*bh?= 2(4x*y* — 9a*b?) = 2(2xy? + a’b)(2xy? — a®b)

Pr. 4. Izracuna;:
a) 1082 — 982
b) 273% — 1732
€)0,66% — 0,642
o () ~(9)-
6 6
Pr. 5. IzraCunajmo primjenom razlike kvadrata:

a) 5446 = (50 + 4) - (50 — 4) = 502 — 42 = 2500 — 16 = 2484,

32



Kub zbroja

b)78-62 = (70 +8) - (70 — 8) = 702 — 82 = 490 — 64 = 4836,
)4,7-33=(4+0,7)-(4—-0,7) =42 —-0,72 =16 — 0,49 = 15,51.
Zadaci za vjezbu:
1. Izracunaj tako da primijenis razliku kvadrata:
a) 97 - 83
b)108 - 92
€)10,4-9,6
d)909 - 891.
2. Rastavi razliku kvadrata na faktore.
a) 9-x2
b) 4x2-16y2
c) iaz - %bz
d) 0,25x2-0,36y2.
Kub zbroja
Izradunajmo (a + b)3.
To ¢emo uciniti ovako:

(a+b)3=(a+b)a+b)(a+b)
=(a+b)*(a+b)=

= (a®+ 2ab +b*>)(a+b) =

= a3 + 2a?b + ab? + a?b + 2ab? + b3 =
= a3 + 3a?b + 3ab? + b3

Dokazali smo formulu za kub zbroja dva broja, odnosno kub zbroja bilo koja dva monoma.

(a +b)% = a® + 3a?b + 3ab? + b3
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Kub zbroja

Ili shematski prikaz
(A+IN3=1B+31?-11+31-11*> +1I3

la+bP=a*+3a’b+3ab* +b*

Pr. 1. Izratunajmo

a)(a+2)2=a%+3a%-2+3a-22+23=0a%>+6a®>+12a+8
b)(2a + 3b)® = (2a)® + 3+ (2a)?>-3b+3-2a- (3b)*> + (3b)3

= 8a® + 36a%b + 54ab? + 27b3
(1 +3)3—(1 )3+3 (1 )2 3+3 ! 33 = ! 34+ x2+9x+27
) 3x = 3x 3x 3x —27x x x
d) (0,2 + 5x2)3 = 0,008x3 + 3 - (0,2x)? - 5x% + 3 0,2x - (5x2)% + (5x2)3

= 0,002x3 + 0,6x* + 15x° + 125x°

e) (5x +2y)* = (5x)° + 3+ (5x)% - 2y + 3+ 5x - (2y)* + (2y)°
= 125x3 + 3-25x2-2y + 3-5x - 4y% + 8y3
= 125x3 + 150x%y + 60xy? + 8y3
*)2x 2 +x2)3=2x72)3+3-2x )% x2 +3-2x7% - (2% + (x?)3

8 12
+—+6x% +x°

=8x °+12x*+6x* +x°=—+—
x®  x
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Kub razlike

Zadaci za vjezbu:
1. Izracunaj:

a) Ga+,b)?

b) (X™"+x"™)

¢) (ab — 5¢)3

d) (3ab + 5¢)3
e) (x2+1)3

Kub razlike

Izradunajmo (a — b)3:
(a=b)*=(a—b)(a-b)(a—Db)=
=(a—-b)*(a—b)=(a®?—-2ab+b?)-(a—b) =
= a® — 2a%b + ab? — 2a2b + 2ab? — b3 =

= a® —3a?b + 3ab? — b3

Dobili smo formulu:

(a— b3 =a®—-3a?b + 3ab? - b3

ili
(I—IN3=13-3-1?-11+3-1-11*>—1I3

Po ovoj formuli raunamo kub razlike svaka dva broja, odosno kub razlike dvaju monoma.

Pr. 1. Izracuna;:
a)(x—3)3=x3-3-x2-3+3-x-32-33=x3-9x2 +27x - 27
3,103 2

b(l 2x) =(3) -3-(3) 2x 432 (2007 — (2)° = = — Lx 4 4x? — 813
)3 x—3 3 X 3 X x—27 3x X X

35



Zbroj kubova

3 3 2 2

3 4 3 3 4 3 4 4
2 3 . 2 _ A2 .3 2. A3 I A
) (4’“ 3y) (4’“) 3 (4’“) 3V T3g¥ <3y> (3y>

27 9 4 3 16 64

— .6 _ e 4. A3 2. a6~ 4,9
62t T3 1Y 3V N3 gy Ty
27 9 64

- 6 _ ~ 4,3 4 2,6 _ _ 9
6aX "X YTty ooy

d) (2x? —3y3)3 = (2x?)% —3- (2x?)%-3y3 + 3-2x%2 - (3y?)? — (3y3)3
= 8x% — 36x*y3 + 54x2y% — 27y°

e)(a—3)3-8=a®-3a?>3+3a"9-27—-8=a%>—-9a?+27a—-35
Zadaci za vjezbu:

1.Izracunaj:

a)(a — 2b)3

b)(2x —5)?
c) (% ab — ic)3
d) (x —2)°
&)(3x —)?

Zbroj kubova

a®+ b3 = (a+ b)(a® —ab + b?)

Pr. 1. Izracuna;:
A3+ =(x+7D&?2—x-7+7%)=(x+7)(x?—-7x +49)

b) 64 x3 +1 = (4a)®+ 13 = (4a + 1)((4x)*> — 4a -1+ 12)
= (4a + 1)(16x% — 4x + 1)

€)27x3 +y3 = Bx)*+y3 = Bx+y)((Bx)? = 3x -y + y?)
= (Bx + y)(9x? — 3xy + y?)
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Razlika kubova

1 1 1 1 1
d) - 6 12(_ 2)3 13=(_ 2 1)(_ 4 A2 1)
)8x+ Zx + 2x+ 4x +2x+

Zadaci za vjezbu:
1. Izracunaj:

a) 27a3 + 8b3

b) 8a3h3 + 1

) 1+ 64a3

d) 12543 + 64b°

6, 1 3
e) 27x t 55y

Razlika kubova

a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)

Pr. 1. IzraCuna;j:
a)x3—216=x3—-63=(x—6)(x*+x6+6°) = (x — 6)(x* + 6¢ + 36)
b)e4—y’=4>—y’=(4-y)@* +4y+y?) = (4 -»(A6+4y +y?)

€)125x3 —1=53x3—-1=(5x)3-13 = G5x — 1)((5x)? + 5x - 1 + 1?)
= (5x — 1)(25x?> + 5x + 1)

d)(@+32-8=@+3)3-22=@+3-2)((a+3)?>+(a+3) 2+2?
=(a+ (@ +6a+9+2a+6+4)=(a+1)(a*+8a+19)

e) 24a* —3ab® = 3a(8a’® —b®)=3a(2a—h)-(4a® + 2ab+b?)
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Razlika kubova

Zadaci za vjezbu:

1. Izracunaj:

a)x3—8

b) 8y3 — 27

c) x® — 125
13

d) =Y 1

e) xb — y®
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